
4-2 向量基本運算



向量加法

b與向量已知向量 a

a
b



平行四邊形法則

b ba +

a



三角形法則

b

ba +

a



反向量

a
a

a−

a

與向量 長度相同、方向相反的向量稱為

的反向量，記作 a−



向量加法的運算規律 (1) 

ba +

abba +=+

b

a

b

a

ab +

(交換律)



向量加法的運算規律 (2)

ba +

)()( cbacba ++=++

b

a
cb +

結合律

c
cba ++ )(



aa =+ 0

0)( =−+ aa

(3)

(4)

向量加法的運算規律 (3)與(4)



向量減法

ba −b

a b

a

ab −



數乘向量

akak =

a

a2

ak

k為一實數

當k>0，向量 代表與 同方向且

a

例如



數乘向量

akak =

a

a2−

ak當k<0，向量 代表與 反方向且

a

例如



數乘向量之運算規律

)()()( amkakmamk ==

bkakbak +=+ )(

amakamk +=+ )(

(1)

(3)

(2)



在直角座標系中

>=< zyx aaaa ,,

>=< zyx bbbb ,,

>+++=<+ zzyyxx babababa ,,

若

則

>−−−=<− zzyyxx babababa ,,

>=< zyx kakakaak ,,



向量內積

a
F

F

在力學中

><= aFaFW ,cos

一質點在力 作用下經過位移

則力 對質點所做的功w為

其中 >< aF , 代表向量 F 與 a 小於π之夾角



內積的定義 1
a

a

><=⋅ bababa ,cos

bproa
a

=

與 的內積是一個實數，其值為

其中 >< ba, 代表向量

aprob
b

=

與

b

小於π之夾角b



內積的定義 2
ba ⋅ a

0=a 0=b

也稱為

若 或 0=⋅ba

的點積，又稱純量積與 b

則



向量內積之運算規律

)()( bakbak ⋅=⋅

(1)

(2) (結合律)

(交換律)

cbcacba ⋅+⋅=⋅+ )((3)

abba ⋅=⋅

(分配律)



>=< 0,0,1i

X軸

Y軸

Z軸

>=< 0,0,1j

>=< 0,0,1k



10cos =°
∴

°××= 0cos11

同理

><=⋅ iiiiii ,cos

111 ××=
1=

1=⋅ ii

1=⋅ jj

1=⋅ kk

1=== kji

°=>=>=<< 0,,, kkjjii



090cos =°

∴

°××= 90cos11

同理

><=⋅ jijiji ,cos

011 ××=
1=

0=⋅ ji

0=⋅ kj

1=⋅ ik

1=== kji

°=>=>=<< 90,,, ikkjji



1=⋅ ii 1=⋅ jj 1=⋅ kk

0=⋅ ji 0=⋅ kj 0=⋅ ik



kibajibaiiba zxyxxx ⋅+⋅+⋅=

設 >=<>=< zyxzyx bbbbaaaa ,,,,

)()( kbjbibkajaiaba zyxzyx ++⋅++=⋅

zzyyxx bababa ++=

1=⋅ ii
1=⋅ jj

1=⋅ kk
kbjbibbkajaiaa zyxzyx ++=++=

kjbajjbaijba zxyyxy ⋅+⋅+⋅+

kkbajkbaikba zzyzxz ⋅+⋅+⋅+

0=⋅ ji

0=⋅ ki
0=⋅ kj



設

>=<>=< zyxzyx bbbbaaaa ,,,,

zzyyxx babababa ++=⋅



練習

>−=<>−=< 1,1,52,3,1 ba

=⋅ba

zzyyxx babababa ++=⋅

612)1(35)1( −=×+−×+×−



練習

>−=<>−=< 10,1,20,3,1 ba

=⋅ba

zzyyxx babababa ++=⋅

5100)1()3(12 =×+−×−+×



0,,0,, ≠>=<>≠=< zyxzyx bbbbaaaa

⇔
ba ⊥

設

⇔
0=⋅ba

證明於下一頁

0=++ zzyyxx bababa



⇔

⇔

設
0=⋅ba

0,cos >=<⋅⋅ baba

⇔

090cos =°

ba ⊥

⇔

0,cos >=< ba

°>=< 90,ba



222222
,cos

zyxzyx

zzyyxx

bbbaaa

bababa
ba

++++

++
>=<

設 bbbbbaaaa zyxzyx ≠>=<>≠=< ,,0,,

ba
baba ⋅>=< ,cos

bababa ⋅>=<⋅ ,cos



2cos γbb z =

設 0,,0,, >≠=<>≠=< zyxzyx bbbbaaaa

2cos βbby =

1cos γaa z =

1111 ,, γβα a

b

2cosαbbx =

1cos βaay =1cosαaax =

222 ,, γβα

為 的方向角

為 的方向角



2cosγbbz =

212121 coscoscoscoscoscos γγββαα bababa ++=

則

><⋅ baba ,cos

2cos βbby =

1cos γaa z =

zzyyxx bababa ++=

2cosαbbx =

1cos βaay =1cosαaax =

ba ⋅=

212121 coscoscoscoscoscos,cos γγββαα ++>=< ba

)coscoscoscoscos(cos 212121 γγββαα ++= ba



bbbbbaaaa zyxzyx ≠>=<>≠=< ,,0,,

222222
,cos

zyxzyx

zzyyxx

bbbaaa

bababa
ba

++++

++
>=<

設

212121 coscoscoscoscoscos,cos γγββαα ++>=< ba



公式複習

2
330cos =°

2
245cos =°

10cos =°

2
160cos =°

090cos =°

1180cos −=°

2
3150cos −=°

2
2135cos −=°

2
1120cos −=°



測驗

=°30cos

=°45cos

=°0cos

=°60cos

=°90cos

=°180cos

=°150cos

=°135cos

°120cos
°0cos



公式複習

2
330cos =°

2
245cos =°

10cos =°

2
160cos =°

090cos =°

1180cos −=°

2
3150cos −=°

2
2135cos −=°

2
1120cos −=°



例題4-4 

)4,1,3(),3,2,3(),3,1,2( CBA

AB

已知三點

求 AC ϕ與 之夾角



例題4-4 之解答

ϕ

)4,1,3(),3,2,3(),3,1,2( CBA

222222 )()()()()()(
,,,,

++++
><⋅><=

ACAB
ACAB ⋅=ϕcos

=

則 °60

2
1

=ϕ 3
π=

222222 101011
1,0,10,1,1

++++
><⋅><=



例題4- 5

kjibkjia 424,793 +−=+−=

aprjb

a

已知

求 b在 上投影

請以數學符號表
示



例題4-5 之解答

222 4)2(4
4,2,47,9,3

+−+
>−<⋅>−<=

>< baa ,cos

×= a

=aprjb

則 3
29

6
281812 =++

222 )()()(
,,,,

++
><⋅><=

=

ba
ba ⋅

kjibkjia 424,793 +−=+−=



例題4- 6

>−=<>−=< 1,0,2,2,1,2 ba

bac 23 −=

已知

求 的長度



例題4-6 之解答

222 83)10( ++=

><−><= ,,,,

173

bac 23 −=

=

>−<= 8,3,10

222 )()()( ++=

><= ,,

>−<−>−<= 2,0,46,3,6

>−=<>−=< 4,2,4,2,1,2 ba



例題4- 7

>=<>=<>−=< 2,1,1,1,0,2,1,1,1 cba

ck

已知

試選擇 bak +使得 與

互相垂直



例題4-7 之解答

0=⇔

0)( =⋅+⇔ cbak

=⇔ k

cbak ⊥+ )(

02,1,11,,2 >=<⋅>+−+⇔< kkk

42 +k

02,1,1,, >=<⋅>⇔<

2−

>=<>=<>−=< 2,1,1,1,0,2,1,1,1 cba



例題4- 8

>−=<>=< 1,1,0,0,1,1 ba

ba +

設

試求 a與 的夾角 ϕ



例題4-8 之解答

ϕ

>−=<>=< 1,1,0,0,1,1 ba

222222 )()()()()()(
,,,,

++++
><⋅><=

aba
aba

+
⋅+= )(cosϕ

=

則 °60
2
1

=ϕ 3
π=



向量外積

bba ⊥×

a兩向量

baba ×,,

aba ⊥×

><⋅=× bababa ,sin

與 b 的外積是一個向量

(2) 它的方向:

(1) 它的大小:

垂直於

它滿足下列三個條件

a b與 所決定的平面

即 且

(3) 構成右手系



a

b
a

ba ×

ba ×

b



測驗

bba ⊥×

baba ×,,

a兩向量

aba ⊥×

=× ba

與 b 的外積是一個向量

(2) 它的方向:

(1) 它的大小:

垂直於

它滿足下列三個條件

a b與 所決定的

即 且

(3) 構成 系

><⋅ baba ,sin

平面

右手



向量外積

bba ⊥×

)4,1,3(),3,2,3(),3,1,2( CBA
222222 )()()()()()(

,,,,
++++

><⋅><=

a

=
兩向量

baba ×,,

2
1

=ϕ

aba ⊥×

><⋅=× bababa ,sin

與 b 的外積是一個向量

(2) 它的方向:

(1) 它的大小:

垂直於

它滿足下列三個條件

a b與 所決定的平面

即 且

(3) 構成右手系



a b ⇔ 0=× ba

°>=< 0,ba

證明: a b

⇔
或 °>=< 180,ba

⇔ 0,sin >=< ba

⇔ 0,sin >=<⋅=× bababa

⇔ 0=× ba



向量外積之運算規律

)()( bakbak ×=×

)()( bakbka ×=×

(1)

(2) (結合律)

(反交換律)

cbcacba ×+×=×+ )((3)

abba ×−=×

(分配律)

bcacbac ×+×=+× )(



00sin =°
∴

°××= 0sin11

同理

><=× iiiiii ,sin

011 ××=
0=

0=× ii

0=× jj

0=× kk

1=== kji

°=>=>=<< 0,,, kkjjii



190sin =°

∴

°××= 90sin11

同理

><=× jijiji ,sin

111 ××=
1=

kji =×

ikj =×

jik =×

1=== kji

°=>=>=<< 90,,, ikkjji



0=× ii 0=× jj 0=× kk

kji =× ikj =× jik =×



>=<>=< zyxzyx bbbbaaaa ,,,,

jbakba zxyx −=kibajibaiiba zxyxxx ×+×+×=

設

)()( kbjbibkajaiaba zyxzyx ++×++=×

kbabajbabaibaba zyyxzxxzyzzy )()()( −+−+−=

0=× ii
0=× jj

0=× kk
kbjbibbkajaiaa zyxzyx ++=++=

kjbajjbaijba zyyyxy ×+×+×+

kkbajkbaikba zzyzxz ×+×+×+

kji =×

ikj =×
jik =×

ibakba zyxy +−

ibajba yzxz −+



kbabajbabaibababa zyyxzxxzyzzy )()()( −+−+−=×

zyx

zyx

bbb
aaa
kji

ba =×

利用三階行列式記號

上式可改寫為



i
bb
aa

zy

zy=

zyx

zyx

bbb
aaa
kji

ba =×

j
bb
aa

zx

zx−

ibaba yzzy )( −= jbaba xzzx )( −−

k
bb
aa

yx

yx+

kbaba xyyx )( −+



a b ⇔ 0=× ba

zyxzyx bbbkaaa ,,,, =

證明: a b



 0=−=− yzzyyzzy bkbbkbbaba


0=−=− xzzxxzzx bkbbkbbaba

0=−=− yxyxxyyx bkbbkbbaba

0=× ba



a b ⇔ 0=× ba

證明:



0=− yzzy baba

0=− xzzx baba

0=− xyyx baba

0=× ba
假設

0≠xb

則

x

x

b
a

y
x

x
y b

b
aa =

x
x

x
x b

b
aa =

=za zb



a b ⇔ 0=× ba

=zyx aaa ,,

證明:

a b







0=× ba 假設 0≠xb

z
x

x
zz b

b
aab =−

y
x

x
y b

b
aa =x

x

x
x b

b
aa =

zyx bbb ,,
x

x

b
a



例題4-9 

已知 1,3,2 −=a 2,1,1 −−=b

試求與 ba × 同方向之單位向量



例題4-9之解答

已知 1,3,2 −=a 2,1,1 −−=b

211
132

−−
−=×

kji
ba



例題4-9之解答

i
21

13
−

−
=

211
132

−−
−=×

kji
ba

j
21

12
−−

− k
11
32

−
−

+



例題4-9之解答

i
21

13
−

−
=

=× ba

=

j
21

12
−−

− k
11
32

−
−

+

[ ]i11)2)(3( ×−−−= [ ] j1)1()2(2 ×−−−×− [ ]k)1()3(12 −×−−×+

i5= j3+ k−



例題4-10 

已知 baAB 2+= baAD −=

其中 4=a

求平行四邊形ABCD的面積

3=b 6
, π=ba



例題4-10 之解答

baAB 2+=

baAD −=

A
B

ADAB ×=

C
D

平行四邊形ABCD的面積



例題4-10 之解答

平行四邊形ABCD的面積 ADAB ×=

ADAB ×

baAB 2+= baAD −=

)()2( baba −×+=

bbabbaaa ×−×+×−×= 22

020 +×+×+= abab

ab ×= 3



例題4-10 之解答

平行四邊形ABCD的面積

ab ×= 3

ADAB ×=

ADAB ×

ADAB × ab ×= 3

×= 3 baba ,sin



例題4-10 之解答

平行四邊形ABCD的面積

2
136 ×=

ADAB ×=

baba ,sin3=

6
,,3,4 π=== baba

6
sin433 π×××=

18=



純量三重積

三向量的三重積

向量三重積

純量三重積

cba ×× )(

cba ⋅× )(



cba ⋅× )( )( cba ×⋅=

),,(: cba=

),,(),,(),,( bacacbcba ==

),,(),,( cabcba −=

),,(),,( bcacba −=

),,(),,( abccba −=



zyx

zyx

zyx

ccc
bbb
aaa

cba =),,(



a

b

c

cb ×

六面體體積V=高X底面積=

ϕ

cba ×ϕcos )( cba ×⋅=ϕcoscba ×= ),,( cba=



a

b

c

cb ×

六面體體積V

ϕ

),,( cba=
zyx

zyx

zyx

ccc
bbb
aaa

= 的絕對值



例題4-11

求以 kjia −−= 2

kjb 7+=

kic 2+=

為三稜的平行六面體之體積



例題4-11之解答
kjia −−= 2

kjb 7+=
kic 2+=

平行六面體之體積=2

201
710
112 −−

2−=




